
Tepih koji su izgrizli moǉci

Zadatak 1. Dat je kvadrat ABCD stranice 4. Odrediti najve�i priro-
dan broj k takav da, za ma kakav raspored k taqaka unutar kvadrata
ABCD, uvek postoji kvadrat stranice 1, sadr�an u kvadratu ABCD,
u qijoj unutraxǌosti nema nijedne od posmatranih k taqaka.

Rexeǌe. Odgovor: k = 15. Jasno je da 15 taqaka ima tra�enu osobi-
nu: kvadrat ABCD mo�emo izdeliti na 16 kvadrata stranice 1, te ma
kako da je 15 taqaka raspore�eno unutar kvadrata ABCD, Dirihleov
princip garantuje da postoji kvadrat stranice 1 unutar kog se ne
nalazi nijedna od posmatranih taqaka. Doka�imo sada da k ne mo�e
biti ve�e od 15, tj. da se 16 taqaka mo�e rasporediti unutar kvadra-
ta ABCD na taj naqin da se unutar kvadrata ABCD ne mo�e na�i
kvadrat stranice 1 u kom nema nijedne od posmatranih taqaka.

Pretpostavimo da je teme A kvadrata ABCD u taqki (0, 0), a teme
B u taqki (4, 0). Postavimo 16 taqaka na slede�e koordinate:(

1− ε+ i
2 + 2ε

3
, 1− ε+ j

2 + 2ε

3

)
, 0 6 i, j 6 3,

gde je ε veliqina koja �e biti naknadno odabrana. Na taj naqin posta-
vǉenih 16 taqaka qine kvadratnu mre�u s korakom 2+2ε

3 . Neka je PQRS
kvadrat kojim je ova mre�a ome�ena (videti sliku).

Potrebno je pokazati da se u unutraxǌosti svakog jediniqnog kva-
drata sadr�anog u kvadratu ABCD nalazi bar jedna od ovih taqaka
(za pogodno ε). Posmatramo najpre jediniqan kvadrat qiji se centar
nalazi u kvadratu PQRS. Primetimo da, za svaku taqku unutar kva-
drata PQRS, postoji bar jedna od postavǉenih 16 taqaka udaǉena od
posmatrane taqke ne vixe od

√
2
2 ·

2+2ε
3 =

√
2
3 (1 + ε). Odatle, ako je ε

dovoǉno malo, svaki krug qiji je centar unutar kvadrata PQRS i
polupreqnik 1

2 sadr�i bar jednu od postavǉenih 16 taqaka, pa tim
pre to va�i i za jediniqni kvadrat qiji je centar unutar kvadrata
PQRS.
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Posmatrajmo sada jediniqni kvadrat qiji se centar ne nalazi u
kvadratu PQRS. Tada mo�emo, bez umaǌeǌa opxtosti, pretpostaviti
da va�i jedan od slede�a dva sluqaja:
• na dvema susednim stranicama posmatranog jediniqnog kvadrata
nalazi se po jedna od postavǉenih 16 taqaka, i to od onih sa ruba
kvadrata PQRS (slika levo);

• dva susedna temena posmatranog jediniqnog kvadrata nalaze se
na dvema susednim stranicama kvadrata ABCD (slika desno).

Razmotrimo najpre prvi sluqaj. Neka je KHLG jediniqni kvadrat
i neka se na ǌegovim stranicama KH i HL nalaze taqke P i J (dve od
postavǉenih 16 taqaka, sa ruba kvadrata PQRS). Oznaqimo ]HPJ = θ
(mo�emo pretpostaviti: θ 6 45◦), neka je M podno�je normale iz H na
PJ , i neka je H0 podno�je normale iz G na p(H,M). Dokaza�emo da
se teme G nalazi izvan kvadrata ABCD; dovoǉno je dokazati |H0H| >
(1− ε) + |MH|. Kako va�i i ]JHM = θ, izraqunavamo

|MH| = |JH| cos θ = |JP | sin θ cos θ = 2 + 2ε

3
sin θ cos θ.

Daǉe, va�i ]GHH0 = 45◦ − ]JHM = 45◦ − θ, odakle sledi

|HH0| = |HG| cos]GHH0 =
√
2 · cos(45◦ − θ)

=
√
2(cos 45◦ cos θ + sin 45◦ sin θ) = cos θ + sin θ.

Odatle, treba zapravo dokazati nejednakost cos θ + sin θ − (1 − ε) −
2+2ε
3 sin θ cos θ > 0. Primetimo:

cos θ+sin θ − (1− ε)− 2+2ε
3 sin θ cos θ

= cos θ + sin θ − (1− ε)− 1 + ε

3
(sin2 θ + 2 sin θ cos θ + cos2 θ) +

1 + ε

3

= cos θ + sin θ − 2− 4ε

3
− 1 + ε

3
(sin θ + cos θ)2.

Kvadratna funkcija f(x) = − 1+ε
3 x2 + x − 2−4ε

3 pozitivna je za x ∈(
1−2ε
1+ε , 2

)
. Kako za 0 6 θ 6 45◦ va�i sin θ + cos θ < 2 i sin θ + cos θ >

sin2 θ + cos2 θ = 1 > 1−2ε
1+ε , time je ovaj sluqaj zavrxen.

Pre�imo sada na drugi sluqaj. Oznaqimo |AK| = a, |AG| = b (pri
qemu va�i a2 + b2 = 1). Jednaqina prave GL jeste y = a

bx + b. Posma-
trajmo normalu iz taqke (1, 1) na pravu GL. Jednaqina ove normale je
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y = − b
ax+1+ b

a . Odatle se lako nalazi da ova normala seqe pravu GL
u taqki T : (ab+b2−ab2, a2+ab+b3). Tvrdimo da va�i |GT | < 1. Zaista,

|GT |2 = (a2 + ab+ b3 − b)2 + (ab+ b2 − ab2)2

= (a2 + ab+ b(b2 − 1))2 + (ab+ b2 − ab2)2

= (a2 + ab− a2b)2 + (ab+ b2 − ab2)2 = a2(a+ b− ab)2 + b2(a+ b− ab)2

= (a+ b− ab)2(a2 + b2) = (a+ b− ab)2;

dakle, potrebno je dokazati a + b − ab < 1, xto je ekvivalentno sa
(1− a)(1− b) > 0, a ovo je oqigledno taqno.

Iz |GT | < 1 sledi da se taqka (1, 1) nalazi unutar kvadrata ABCD,
a time i taqka P . Kontradikcija. Time je zadatak rexen.
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